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MATHEMATICS

自古以來，方程式註1的求解問題一直是數學家們關心的重要問題。事實上人類很早就了解一元

一次與一元二次方程式的解法，然而三次以上的方程式，直到十六世紀才慢慢透過 Cardano、Ferrari

及 Lagrange等人的努力，逐步探究出三次、四次方程式的公式解註2及其背後的意義，引發了十九世

紀 Abel與 Galois對於五次與五次以上方程式公式解的全盤了解，也就是大家所熟知的 Galois理論，

這都促進了抽象代數的發展。本文從三次方程式 Cardano解法開始，透過 Lagrange對於其解法的分

析，試圖向讀者展示公式解背後的意義，同時類比四次方程式的情形，希望能了解公式解與多項式

對稱性的關係。

 
1.本文提及之方程式指一元 n次多項式之方程式，其他形式的方程式不在討論的範圍。

2.公式解也稱為根式解，將方程式的解以方程式係數之根式來表示。

註註
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一、三次方程式解法

對於一般的一元三次方程式 x3 + ax2 + bx + c = 0，我們可以利用平移將此一般式

化為一個較簡單的形式 (附錄一 )。令 y = x + 
a
3
，我們得到

y3 + py + q = 0 ，其中 p = b – 
a2

3
，q = c – 

ab
3

 + 
2

27
a3

把 y = u + v代入上式並展開，得

(u + v)3 + p(u + v) + q = 0

(u3 + v3 + q) + (3uv + p)(u + v) = 0

我們需要找到一組 u、v滿足上述方程式，因此假設

3uv + p = 0

u3 + v3 + q = 0

使用代入消去法將 v = 
– p
3u

 代入整理可得 u的六次方程式，

u6 + qu3 – 
p3

27
 = 0 (1)

將這個式子視為以 u3為變數的二次方程式，利用一元二次方程式公式解可得

u3 = – 
q
2
± R = 0，其中 R =

q2

4
 + 

p3

27

開三次方根可解出

2 23 3 3 3 3 3, , , , ,
2 2 2 2 2 2
q q q q q qu R R R R R R= − + ⋅ − + ⋅ − + − − ⋅ − − ⋅ − −ω ω ω ω

其中 ω為 ω2 + ω + 1 = 0之一根註3

相對應的 v為

2 23 3 3 3 3 3, , , , ,
2 2 2 2 2 2
q q q q q qv R R R R R Rω ω ω ω= − − ⋅ − − ⋅ − − − + ⋅ − + ⋅ − +

 
3.解法中自然地引進了複數，不管是否全為實根，當時複數的未知造成了對三次式解法的困難。

⎧
⎨
⎩

⎧
⎨
⎩

註註
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這些 u、v將重複者略去可組成 3根註4，這就是著名的 Cardano公式

3 3
1

23 3
2

2 3 3
3

2 2

2 2

2 2

q qy R R

q qy R R

q qy R R

ω ω

ω ω

⎧
= − + + − −⎪

⎪
⎪⎪ = ⋅ − + + ⋅ − −⎨
⎪
⎪

= ⋅ − + + ⋅ − −⎪
⎪⎩

 (2)

上述引入 u、v的做法彷彿神來一筆，然而我們可以從 Lagrange對此解法的分

析中發現一些線索。一般而言，方程式公式解是以方程式係數之根式來表示根，他

採取了相反的方向，引入以每個根為變數的多變數多項式，希望它可以用方程式的

係數來表示。以一元二次方程式為例，欲解 x2 + ax + b = 0，假設其兩根為 x1、x2，

由 x2 + ax + b = (x – x1)(x – x2)可推得根與係數關係

x1 + x2 = – a

x1 ּ x2 = b

對於求公式解來說，這些根的多項式（也稱為 x1、x2的基本多項式註5）是相當不

利的，雖然它們良好的對稱性質得以使我們以方程式的係數表示，卻也使我們無法

以單純的方式將它們分離，所以我們必須引入其他 x1、x2的多項式來破壞對稱。

假設 u = x1 – x2，如果我們可以把 u以方程式係數來表示，再利用兩根和的關係
就可以解出 x1、x2。

u2 = (x1 – x2)
2 = (x1 + x2)

2 – 4x1 x2 = a2 – 4b

2 4u a b= ± −

因此

2

1
4

2 2
a u a a bx − + − + −

= = ，
2

2
4

2 2
a u a a bx − − − − −

= =

也就是大家所熟悉的一元二次方程式公式解。

 
4.可知方程式求解時，只需選取一固定者開三次方根即可，其餘在根的組合中會重複出現。

5. x1，x2，⋯，xn的基本多項式為： x1+x2+⋯+xn、Σxixj=x1x2+x1x3+⋯、 

Σxixjxk=x1x2x3+x1x2x4+⋯、⋯、x1 x2 ⋯ xn。

⎧
⎨
⎩

⎧
⎨
⎩
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眼尖的讀者不難發現上述的解法仍有些許的問題，對於一般的方程式而言，是

否能找到我們引入的多項式（也就是上述的 x1 – x2）？這些多項式是否能以方程式的

係數來表示呢？

Lagrange對這些問題提出一個簡單的觀察：我們所熟悉的只有這些以根為變數

的基本多項式與方程式係數的關係（根與係數關係），這些基本多項式最重要的性

質在於它們除了是對稱多項式 註6之外，同時也可以用以表示所有的對稱多項式 (附錄

二 )。因此我們引入的多項式必須包含某些程度的對稱性，Lagrange把它稱為部分對

稱性註7（partially symmetric）。

現在讓我們回到三次方程式的情況，將 (2)式中的 y1、y2和 y3分別乘上 1、ω
和 ω2相加，將此作為引入的多項式（稱為 Lagrange resolvent）：

ψ1 = y1 + ω ּ y2 + ω2 ּ y3 (3)

事實上由於 ω2 + ω + 1 = 0，我們甚至不需平移，直接考慮原方程式的變數。

ψ1 = y1 + ω ּ y2 + ω2 ּ y3

= (x1 + 
a
3

) + ω(x2 + 
a
3

) + ω2(x3 + 
a
3

)

= 
a
3

(1 + ω + ω2) + (x1 + ωx2+ω
2x3)

= x1 + ωx2 + ω2x3

我們的目標是要將 ψ1以方程式的係數來表示，這意味著 ψ1必須能以 x1、x2和 x3的

基本多項式來表示。換句話說，ψ1必須是 x1、x2和 x3的對稱多項式的組成元素，因

為這樣一來這個對稱多項式才能用基本多項式表示出來（基本多項式的多項式）。因

此我們補足 ψ1中所有的置換（將置換群 S3中所有的元素作用於 ψ1上），不難觀察出

 
6.對所有置換群 Sn中的元素，作用於多項式上皆不改變其多項式，則此多項式稱為對稱多項式。

例如： x1 + x2 + x3是一個基本多項式，(1, 2)是置換群 S3中的元素，作用於基本多項式 x1 + x2 + x3的意

思是將 x1與 x2的足碼交換，則不難發現 (1, 2)(x1 + x2 + x3) = x2 + x1 + x3 = x1 + x2 + x3 

若所有 S3中的元素作用於 x1 + x2 + x3皆有相同的性質時，則稱 x1 + x2 + x3為對稱多項式。

7.對 Sn的某個子群中的元素，作用於多項式上皆不改變其多項式，則其稱為部分對稱多項式。

註註
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這些置換後的結果

ψ1 = x1 + ωx2 + ω2x3

ψ2 = ωψ1 = x3 + ωx1 + ω2x2

ψ3 = ω2ψ1 = x2 + ωx3 + ω2x1

ψ4 = x1 + ω2x2 + ωx3 (4)

ψ5 = ωψ4 = x2 + ω2x3 + ωx1

ψ6 = ω2ψ4 = x3 + ω2x1 + ωx2

在構造出 x1、x2和 x3的對稱多項式之前，我們可以很自然地構造出 ψ1、ψ2、⋯、ψ6

的對稱多項式。接著定義方程式

(t – ψ1)(t – ψ2)(t – ψ3)(t – ψ4)(t – ψ5)(t – ψ6) = 0 (5)

就會發現此方程式的係數是 ψ1、ψ2、⋯、ψ6的基本多項式（對稱多項式），任何的

置換只有在 ψ1、ψ2、⋯、ψ6之間發生互換，皆不影響這些係數，因此 x1、x2和 x3

不受到任何置換影響，所以此方程式的係數也是 x1、x2和 x3的對稱多項式。

這樣一來我們就可以利用 (4)的關係式以及 ω2 + ω + 1 = 0把 (5)改寫成

(t – ψ1)(t –ωψ1)(t –ω
2ψ1)(t – ψ4)(t – ωψ4)(t – ω2ψ4) = 0

(t3 – ψ1
3)(t3 – ψ4

3) = 0

t6 – (ψ1
3 + ψ4

3)t3 + (ψ1
3ψ4

3) = 0

其中

ψ1
3ψ4

3 = [x1
2 + x2

2 + x3
2 – (x1x2 + x2x3 + x3x1)]

3 = [(Σxi)
2 – 3(Σxixj)]

3

ψ1
3 + ψ4

3 = (ψ1+ ψ4)(ψ1 + ωψ4)(ψ1 + ω2ψ4)

 = (2x1 – x2 – x3)(2x3 – x1 – x2)(2x2 – x3 – x1)

 = 2(Σxi)
3 – 9(Σxi)(Σxixj) + 27x1x2x3

再利用原三次方程式的根與係數關係就可以得到

t6 + (2a3 – 9ab + 27c)t3 + (a2 – 3b)3 = 0 (6)

注意此式與 (1)式只有在未知數部分相差 3倍，這表示 Cardano解法中引入的

u、v，和 Lagrange所引入的多項式幾乎是一樣的，因此以 Lagrange的角度來說，

u、v其作用即為用以破壞對稱性求解的部分對稱多項式。
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最後，當我們把 (6)式視為 t3的二次方程式時，我們可以解出兩根 θ、θ'，分別
開三次方根就可以得到 ψ1、ψ4，也就是說

23
1 1 2 3

23
4 1 2 3

x x x

x x x

⎧ = = + ⋅ + ⋅⎪
⎨

′= = + ⋅ + ⋅⎪⎩

ψ θ ω ω

ψ θ ω ω

再利用 x1 + x2 + x3 = – a，因此可得

2 23 3 3 3 3 3

1 2 3, ,
3 3 3

a a ax x xθ θ ω θ ω θ ω θ ω θ′ ′ ′− + + − + ⋅ + − + ⋅ + ⋅
= = =  (7)

我們用一個例題來結束本部分的介紹，看看實際是如何運作的。

例題：解 x3 – 7x2 + 14x – 8 = 0

　　　把方程式係數帶入 (6)式可得

t6 – 20t3 + 343 = 0

　　　視為 t3的二次方程式可利用二次公式解出

ψ1
3 =

20 400 4 343 10 9 3
2

i+ − ⋅
= +

ψ4
3 =

20 400 4 343 10 9 3
2

i− − ⋅
= −

　　　再利用複數極式以及 De Moivre定理求其三次方根

ψ1 = 3 θ = x1 + ωx2 + ω2x3 = – 2 + 3i

ψ2 = 3 ′θ = x1 + ω2x2 + ωx3 = – 2 – 3i

　　　注意根與係數關係 x1 + x2 + x3 = 7，則我們利用 (7)解出

　　　

3 3

1

2 3 3

2

23 3

3

7 ( 2 3 ) ( 2 3 ) 1
3 3

1 3 1 37 ( )( 2 3 ) ( )( 2 3 )2 2 4
3 3

1 3 1 37 ( )( 2 3 ) ( )( 2 3 )2 2 2
3 3

a i ix

i ii iax

i ii iax

θ θ

ω θ ω θ

ω θ ω θ

′− + + + − + + − −
= = =

− − − ++ − + + − −′− + ⋅ + ⋅
= = =

− + − −+ − + + − −′− + ⋅ + ⋅
= = =
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二、四次方程式解法

對於一般的四次方程式 x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0，Cardano的學生 Ferarri觀察到

以下事實，首先可將上式變為 x4 + ax3 = – bx2 – cx – d，接著將左式加以配方

(x2)2 + 2．(x2)．(
ax
2

) + (
ax
2

)2 = (
ax
2

)2 – bx2 – cx – d

(x2 + 
a
2

x)2 = (
a2

4
 – b)x2 – cx – d (8)

Ferarri發現上式的左邊為完全平方，而右邊未必是完全平方，他認為若可以適當地

引入變數 y，使 (8)式的左右兩邊皆為完全平方，則四次方程式的求解，便轉化為兩

個二次方程式的求解。我們將 (8)式再加以改寫

(x2 + 
a
2

x)2 + 2(x2 + 
a
2

x)
y
2

 + (
y
2

)2 = (
a2

4
 – b)x2 – cx – d + 2(x2 + 

a
2

x)
y
2

 + (
y
2

)2 

(x2 + 
a
2

x + 
y
2

)2 = (
a2

4
 – b + y)x2 + (

ay
2

 – c)x + (
y2

4
 – d) (9)

由於 (9)式中的左式為完全平方，故其右式可視為以 x為變數之完全平方式，其判
別式為 0

(
ay
2

 – c)2 – 4(
a2

4
 – b + y)(

y2

4
 – d) = 0

整理得

y3 – by2 + (ac – 4d)y – [c2 + d(a2 – 4b)] = 0 (10)

可利用三次方的 Cardano解法將 y解出，再代入 (9)式，進行因式分解後，可得兩

個二次方程，便可求出其解。

Lagrange認為 Ferarri的解法中 y的引入，本質上也是在破壞以方程式解為變數
之多項式的對稱性，他引入部分對稱多項式

ψ1 = x1x2 + x3x4
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為了構造出 x1、x2、x3和 x4的對稱多項式，他補足了所有的置換註8

ψ1 = x1x2 + x3x4

ψ2 = x1x3 + x2x4 (11)

ψ3 = x2x3 + x1x4

接著定義方程式

(t – ψ1)(t – ψ2)(t – ψ3) = 0 (12)

此方程式的係數就會是 ψ1、ψ2和 ψ3的基本多項式，基於與三次式情況相同的理

由，此方程式的係數也是 x1、x2和 x3的對稱多項式。我們可以進行類似的計算，利

用 (8)的關係式把 (10)改寫成

t3 – (ψ1 + ψ2 + ψ3)t
2 + (ψ1ψ2 + ψ2ψ3 + ψ3ψ1)t – (ψ1ψ2ψ3) = 0

其中

ψ1 + ψ2 + ψ3 = x1x2 + x3x4 + x1x3 + x2x4 + x2x3 + x1x4

ψ1ψ2 + ψ2ψ3 + ψ3ψ1  = Σxi
2xjxk

 = (Σxixjxk)(Σxi) – 4x1x2x3x4

ψ1ψ2ψ3  = Σxi
2xj

2xk
2 + Σxi

3xjxkxl

 = (Σxixjxk)
2 – 2(Σxi

2xj
2xkxl) + x1x2x3x4(Σxi

2)

 = (Σxixjxk)
2 – 2x1x2x3x4(Σxixj) + x1x2x3x4[(Σxi)

2 – 2(Σxixj)]

 = (Σxixjxk)
2 + x1x2x3x4[(Σxi)

2 – 4(Σxixj)]

再利用原三次方程式的根與係數關係就可以得到

t3 – bt2 + (ac – 4d)t – [c2 + d(a2 – 4b)] = 0 (13)

相信讀者們已經發現，(13)式與 (10)式完全相同，這印證了 Ferarri為了配方所

引入的 y與 Lagrange所引入的多項式，達成了相同的效果，同樣的破壞了對稱

性，我們只要解出 (13)的任一根就可以破壞對稱性求解。現在我們不仿假設解出

t = ψ1 = x1x2 + x3x4，假設 z1 = x1x2、z2 = x3x4，此時

ψ1 = x1x2 + x3x4 = z1 + z2

 
8. S4中的元素有 e、(1, 2)、(1, 3)、(1, 4)、(2, 3)、(2, 4)、(3, 4)、(1, 2, 3)、(1, 2, 4)、

(1, 3, 4)、(2, 3, 4)等 24個元素，理論上應有 24種，然而 ψ1 = x1x2 + x3x4本身也具有相當程度的

對稱性，當 (1, 2)、(3, 4)或 (1, 3)(2, 4)等元素作用於其上時，並不會產生新的多項式，因此不

難發現不同的多項式僅有 3種。

註註
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再由根與係數關係知

d = (x1x2)(x3x4) = z1z2

因此我們可以構造出以 z1、z2為兩根的多項式

z2 – ψ1z + d = 0 (14)

解出 z1和 z2後，再代回根與係數關係

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = – c

⇒ x1x2(x3 + x4) + x3x4(x1 + x2) = – c

⇒ z2(x1 + x2) + z1(x3 + x4) = – c

聯立可得

(x1 + x2) + (x3 + x4) = – a

z2(x1 + x2) + z1(x3 + x4) = – c (15)

解出 x1 + x2後，再搭配 z1 = x1x2，構造出以 x1和 x2的二次方程式，便可解出 x1與

x2，同理 x3和 x4可利用相同的方法解出。因此四次方程式的求解可轉化為一個三次

式與三個二次方程式的求解。有趣的是其他的引入也可以破壞對稱性，假設

u = x1 + x2 – x3 – x4

v = x1 – x2 + x3 – x4

w = x1 – x2 – x3 + x4

觀察其調換之後的結果可以證明

u2 + v2 + w2

u2v2 + v2w2 + w2u2

u2v2w2

都是對稱式，可用根與係數來表示，因此考慮方程式

(t – u2)(t – v2)(t – w2) = 0

令

A = u2 + v2 + w2

B = u2v2 + v2w2 + w2u2

C = u2v2w2

則 u2、v2和 w2滿足一個三次方程式 t3 – At2 + Bt – C = 0，再用三次方程式的解法可

求出 u、v、w，相加之後除以 3可求出 x1，類似作法可求出剩餘的根。
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我們用一個例題來結束本部分的介紹，看看實際是如何運作的。

例題：解 x4 – 5x3 + 5x2 + 5x – 6 = 0

　　　把方程式係數代入 (13)式得

t3 – 5t2 – t + 5 = 0

　　　  利用 Cardano解法或直接分解可得 t = ψ1= x1x2 + x3x4 = 5，再由根與係數關

係，構造 (14)之二次方程式

z2 – 5z – 6 = 0

　　　因此 z1 = x1x2 = – 1、z2 = x3x4 = 6，故 (15)式之聯立方程組為

1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2 1 3 4 1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) 5
( ) ( ) 6( ) ( ) 5

x x x x a x x x x
z x x z x x c x x x x

+ + + = − + + + =⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨+ + + = − + − + = −⎩ ⎩

　　　解之得 x1 + x2 = 0，又 x1x2 = – 1，故以 x1和 x2 為兩根的方程式為 x2 – 1 = 0，

　　　因此 x1 = 1、x2 = – 1，同理可解出 x3 = 2、x4 = 3。

三、結語

從三次方程式與四次方程式公式解的探討之中，不難發現其關鍵在於破壞解

的對稱性，如何構造具有部分對稱的多變數多項式（以解為變數）是主要的困難所

在，因此對稱性的探討是必要的課題，Lagrange以此建立了置換群的理論，最後透

過 Abel和 Galois的努力，發現五次以上公式解的存在性取決於置換群是否存在正

則子群（normal subgroup），完整解決了多項方程式公式解的存在性，同時將抽象代

數中群論與體論連繫在一起，令人不禁讚嘆其結果之美妙。

本文寫於筆者就讀研究所期間，希望能解釋方程式根式解與置換之間的關聯。

今年重寫時，依原有的脈絡，補足了四次方的解法及相關說明，充其量只能說是自

己的讀書心得，如有錯誤，還請讀者們不吝指教。

 
1.代數方程與置換群　李世雄著
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附錄一　利用平移將三次方程式化簡

假設 y = x – k，我們把一般的三次方程式 x3 + ax2 + bx + c = 0之左式改寫為 x – k
之多項式並使其二次項係數為 0，也就是說要決定下列多項式之係數 k、p和 q。

x3 + ax2 + bx + c = (x – k)3 + p(x – k) + q

比較等號左右兩邊的係數，我們可以得到：

二次項係數 a = – 3k⇒ k = – 
a
3

一次項係數 b = 3k2 + p⇒ p = b – 3·( – 
a
3

)2 = b – 
a2

3

常數項 c = – k3 – pk + q⇒ c = – ( – 
a
3

)3 – (b – 
a2

3
)( – 

a
3

) + q⇒ q = c + 
2

27
a3 – 

ab
3

附錄二　對稱多項式必為基本多項式之多項式的補充證明

定理：若 f (x1, x2, ⋯, xn)是對稱多項式 ⇒ 必為基本多項式的多項式。

證明：對 n作數學歸納法。首先在 n = 1時顯然成立。

　　　 假設對於 n = 1, 2, ⋯, n – 1的情況皆成立，

　　　也就是說 f (x1, x2, ⋯, xn)令 xn = 0，得到 f (x1, x2, ⋯, 0)是一個對 n – 1個

　　　變數對稱的對稱多項式。

　　　令 g (σ1', σ2', ⋯, σn – 1') = f (x1, x2, ⋯, 0)

　　　　　　σ1' = x1 + x2 + ⋯+ xn – 1

　　　　　　σ2' = x1x2 + x2x3 + ⋯ + xn – 2 xn – 1

　　　且 　　　　　　　　　　　　　　　　　再把 xn項寫回去

　　　　　　σn – 1' = x1x2⋯xn – 1

　　　　　　σ1 = x1 + x2 + ⋯+ xn – 1 + xn

　　　　　　σ2 = x1x2 + x2x3 + ⋯ + xn – 2 xn – 1 + xn – 1 xn

　　　
　

 　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　σn – 1 = x1x2⋯xn – 1xn

　　　 把 f (x1, x2, ⋯, xn) – g (σ1, σ2, ⋯, σn – 1)，有 xn的因式，因為 xn代入為 0，

　　　所以重複使用歸納法可得到

　　　f (x1, x2, ⋯, xn) – g (σ1, σ2, ⋯, σn – 1) = xn
Mxn – 1

M ⋯ x1
M F(x1, x2, ⋯, xn)，

　　　其中 F(x1, x2, ⋯, xn)對 n個變數對稱，但次數降低 nM次。

　　　在有限次數內得知 f (x1, x2, ⋯, xn)是基本多項式的多項式。
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